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要約 

ソフィー.ジェルマンは，フェルマーの最終定理(ＦＬＴ)それ自体を証明した

のではなく，ＦＬＴが成立するための条件について素数𝑝𝑠と素数(2𝑝𝑠 + 1)を用

いて研究しました．しかし，指数が素数𝑝𝑠のフェルマーの等式にはＦＬＴが成立

することをソフィー.ジェルマン当時の代数学により証明できました．以下はそ

の概要です． 

指数が素数𝑝𝑠のフェルマーの等式は，算術演算において成立するならば，素数

(2𝑝𝑠 + 1)による剰余演算において必ず成立する．しかし、そのフェルマーの等式

は，素数(2𝑝𝑠 + 1)による剰余演算において成立しても，算術演算において必ずし

も成立しない．ただ，そのフェルマーの等式は，素数(2𝑝𝑠 + 1)による剰余演算に

おいて成立しないならば，算術演算において決して成立しない．  

そこで，そのフェルマーの等式は素数(2𝑝𝑠 + 1)による剰余演算において成立

しないことを証明することにより，そのフェルマーの等式は算術演算において

成立しないことを証明する．  

結果として，指数が素数𝑝𝑠のフェルマーの等式に対するＦＬＴの成立が証明さ

れる．  

 

1. 始めに  

指数が素数𝑝𝑠のフェルマーの等式は次のとおりである．  

 𝐴𝑝𝑠 + 𝐵𝑝𝑠 = 𝐶𝑝𝑠                           (1.1)   

 自然数𝐴，𝐵及び𝐶は互いに素である． 

(
𝑄

𝑅
)は自然数Qを自然数𝑅で剰余演算したときの剰余である． 

 中央の表記が正しいが，右辺のように表記する．  

 自然数𝑅 自然数𝑆  

 (
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𝑅𝑇
) = (

(
𝑄
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𝑆
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) = (

𝑄
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) (

𝑆
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) = (

(
𝑄

𝑅𝑇
)±(

𝑆

𝑅𝑇
)

𝑅𝑇
) = (

𝑄

𝑅𝑇
) ± (

𝑆

𝑅𝑇
)      

  

2.  素数(𝟐𝑝𝑠 + 𝟏)による剰余演算の相補性  

下記の 2 個の素数(2𝑝𝑠 + 1)による剰余演算は互いに相補的である．  



  自然数𝑋, 𝑌，𝐵及び𝐶は互いに素である． 

自然数𝐵及び𝐶のいずれも素数(2𝑝𝑠 + 1)を含まない． 

𝑋 = 𝐶𝑝𝑠 − 𝐵𝑝𝑠              𝑌 = 𝐶𝑝𝑠 + 𝐵𝑝𝑠  

(
𝑋

2𝑝𝑠+1
) = (

𝐶𝑝𝑠−𝐵𝑝𝑠

2𝑝𝑠+1
)    (

𝑌

2𝑝𝑠+1
) = (

𝐶𝑝𝑠+𝐵𝑝𝑠

2𝑝𝑠+1
)   

即ち，以下に示すように，一方の等式が成立しないときは他方の等式が成立す

る． 

(
𝐶2𝑝𝑠

2𝑝𝑠+1
) = (

𝐶𝑝𝑠

2𝑝𝑠+1
)

2

= 1 (
𝐶𝑝𝑠

2𝑝𝑠+1
) = ±1   (

𝐵2𝑝𝑠

2𝑝𝑠+1
) = (

𝐵𝑝𝑠

2𝑝𝑠+1
)

2

= 1 (
𝐵𝑝𝑠

2𝑝𝑠+1
) = ±1  

(
𝐶𝑝𝑠

2𝑝𝑠+1
) = (

𝐵𝑝𝑠

2𝑝𝑠+1
)   

                 (
𝐶𝑝𝑠−𝐵𝑝𝑠

2𝑝𝑠+1
) = (

𝐶𝑝𝑠

2𝑝𝑠+1
) − (

𝐵𝑝𝑠

2𝑝𝑠+1
) = 0  

                 (
𝐶𝑝𝑠+𝐵𝑝𝑠

2𝑝𝑠+1
) ≠ 0     

(
𝐶𝑝𝑠

2𝑝𝑠+1
) ≠ (

𝐵𝑝𝑠

2𝑝𝑠+1
)  

                 (
𝐶𝑝𝑠−𝐵𝑝𝑠

2𝑝𝑠+1
) = (

𝐶𝑝𝑠

2𝑝𝑠+1
) − (

𝐵𝑝𝑠

2𝑝𝑠+1
) ≠ 0  

                 (
𝐶𝑝𝑠+𝐵𝑝𝑠

2𝑝𝑠+1
) = (

−1+1

2𝑝𝑠+1
) = 0    

上記から判るように，自然数𝐵及び𝐶のいずれも素数(2𝑝𝑠 + 1)を含まないとき，

次の等式(2.1)は，自然数𝐶及び𝐵の如何に関わらず，成立する． 

(
𝑋𝑌

2𝑝𝑠+1
) = (

𝑋

2𝑝𝑠+1
) (

𝑌

2𝑝𝑠+1
) = (

𝐶𝑝𝑠−𝐵𝑝𝑠

2𝑝𝑠+1
) (

𝐶𝑝𝑠+𝐵𝑝𝑠

2𝑝𝑠+1
) = (

𝐶2𝑝𝑠−𝐵2𝑝𝑠

2𝑝𝑠+1
) = 0    (2.1)  

   

3.  指数が素数𝒑𝒔のフェルマーの等式  

3.1  自然数𝑪及び𝑩のどちらも素数(𝟐𝒑𝒔 + 𝟏)を含まないとき   

上記等式(1.1)は次の等式(3.1.1)に書き換えられる． 

そのとき，下記等式(3.1.1)及び(3.1.2)を成立させる自然数𝑋及び𝑌は必ず存在

する．  

前節の等式(2.1)からして，自然数𝑋及び𝑌のいずれかは素数(2𝑝𝑠 + 1)を含む．  

 自然数𝑋, 𝑌，𝐵及び𝐶は互いに素である． 

自然数𝐵及び𝐶は素数(2𝑝𝑠 + 1)を含まない．  

𝐴𝑝𝑠 = 𝑋 = 𝐶𝑝𝑠 − 𝐵𝑝𝑠                        (3.1.1)    



          𝑌 = 𝐶𝑝𝑠 + 𝐵𝑝𝑠                     (3.1.2)   

自然数𝑌が素数(2𝑝𝑠 + 1)を含むとき，以下に示すように，等式(3.1.3)が成立し

なければならない．   

   (
𝑌

2𝑝𝑠+1
) = 0     

     (
𝑌

2𝑝𝑠+1
) = (

𝐶𝑝𝑠+𝐵𝑝𝑠

2𝑝𝑠+1
) = (

𝐶𝑝𝑠

2𝑝𝑠+1
) + (

𝐵𝑝𝑠

2𝑝𝑠+1
) = 0     

          (
𝐶𝑝𝑠

2𝑝𝑠+1
) = − (

𝐵𝑝𝑠

2𝑝𝑠+1
)      

     (
𝑋

2𝑝𝑠+1
) = (

𝐶𝑝𝑠−𝐵𝑝𝑠

2𝑝𝑠+1
) = (

2𝐶𝑝

2𝑝+1
)   

自然数𝑋及び𝐶は互いに素であるから，上記等式が成立するためには，次の等

式(3.1.3)が成立しなければならない． 

  自然数𝐸は𝐶と互いに素である．  

      𝑋 = 2𝐸𝑝𝑠                   (3.1.3)    

反対に，自然数𝑋，即ち，自然数𝐸が素数(2𝑝𝑠 + 1)を含むとき，以下に示すよ

うに，下記等式(3.1.4)が成立しなければならない．   

   (
𝑋

2𝑝𝑠+1
) = 0     

     (
𝑋

2𝑝𝑠+1
) = (

𝐶𝑝𝑠−𝐵𝑝𝑠

2𝑝𝑠+1
) = (

𝐶𝑝𝑠

2𝑝𝑠+1
) − (

𝐵𝑝𝑠

2𝑝𝑠+1
) = 0     

          (
𝐶𝑝𝑠

2𝑝𝑠+1
) = (

𝐵𝑝𝑠

2𝑝𝑠+1
)      

      (
𝑌

2𝑝𝑠+1
) = (

𝐶𝑝𝑠+𝐵𝑝𝑠

2𝑝𝑠+1
) = (

2𝐶𝑝

2𝑝+1
)   

自然数𝑌及び𝐶は互いに素であるから，上記等式が成立するためには，次の等

式(3.1.4)が成立しなければならない． 

  自然数𝐹，𝐸，𝐶及び𝐵は互いに素である． 

    自然数𝐹及び𝐸のいずれかは素数(2𝑝 + 1)を含む．  

      𝑌 = 2𝐹𝑝𝑠                   (3.1.4)   

以上のことから，等式(3.1.1)及び(3.1.2)は次の等式(3.1.5)及び(3.1.6)に書き換

えられる．   

2𝐸𝑝𝑠 = 𝐶𝑝𝑠 − 𝐵𝑝𝑠                          (3.1.5)    

       2𝐹𝑝𝑠 = 𝐶𝑝𝑠 + 𝐵𝑝𝑠                       (3.1.6)   

そうすると，指数が素数𝑝𝑠のフェルマーの等式(1.1)が成立するためには次の

等式が成立しなければならない． 



     𝐴𝑝𝑠 = 𝑋 = 2𝐸𝑝𝑠 = 𝐶𝑝𝑠 − 𝐵𝑝𝑠    

しかしながら，上記等式を成立させる自然数𝐴は存在しない． 

したがって，自然数𝐶及び𝐵のいずれも素数(2𝑝𝑠 + 1)を含まないとき，指数が

素数𝑝𝑠のフェルマーの等式(1.1)を成立させる自然数𝐴，𝐵および𝐶は存在しない．   

 

3.2  自然数𝑨及び𝑩のいずれも素数(𝟐𝑝𝑠 + 𝟏)を含まないとき  

 次の等式(3.2.1)及び(3.2.2)を成立させる自然数𝑈及び𝑉は必ず存在する．  

  自然数𝑈, 𝑉，𝐴及び𝐵は互いに素である．  

    𝐴𝑝𝑠 − 𝐵𝑝𝑠 = 𝑈                         (3.2.1)  

    𝐴𝑝𝑠 + 𝐵𝑝𝑠 = 𝑉 = 𝐶𝑝𝑠                      (3.2.2)  

前節 3.1 と同様に，次の等式(3.2.3)及び(3.2.4)が成立する．  

自然数𝐺, 𝐻，𝐴及び𝐵は互いに素である． 

自然数𝐴及び𝐵のいずれも素数(2𝑝𝑠 + 1)を含まない． 

自然数𝐺及び𝐻のいずれかは素数(2𝑝 + 1)を含む．  

      𝐴𝑝𝑠 − 𝐵𝑝𝑠 = 2𝐺𝑝𝑠 = 𝑈                     (3.2.3)  

    𝐴𝑝𝑠 + 𝐵𝑝𝑠 = 2𝐻𝑝𝑠 = 𝑉                   (3.2.4)  

そうすると，指数が素数𝑝𝑠のフェルマーの等式(1.1)が成立するためには次の

等式が成立しなければならない． 

    𝐴𝑝𝑠 + 𝐵𝑝𝑠 = 2𝐻𝑝𝑠 = 𝑉 = 𝐶𝑝𝑠    

しかしながら，上記等式を成立させる自然数𝐶は存在しない．  

したがって，自然数𝐴及び𝐵のいずれも素数(2𝑝𝑠 + 1)を含まないとき，指数が

素数𝑝𝑠のフェルマーの等式(1.1)を成立させる自然数𝐴，𝐵及び𝐶は存在しない． 

   

以上のとおり，指数が素数𝑝𝑠のフェルマーの等式(1.1)を成立させる自然数𝐴，

𝐵及び𝐶は存在しない．  

  

4. 結論   

指数が素数𝑝𝑠のフェルマーの等式は素数(2𝑝𝑠 + 1)による剰余演算において成

立しないから，その指数が素数𝑝𝑠のフェルマーの等式は算術演算において決して

成立しない．  

それ故，指数が素数𝑝𝑠のフェルマーの等式を成立させる自然数𝐴，𝐵及び𝐶は存

在しない．   

よって，指数が素数𝑝𝑠のフェルマーの等式に対してフェルマーの最後定理は証

明された． 
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